Tema 4

Ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes

Una ecuacién diferencial lineal de orden n tiene la forma

ap(2)y™ + a1 (2)y" Y + -+ an_1(2)y + an(z)y = b(z) (4.1)

Vamos a presuponer que ag(x) # 0 para todo z, de modo que estudiaremos las ecuaciones
diferenciales lineales de la forma

Y+ ar(2)y" Y a2y + an(2)y = b(x) (4.2)

Definicién 1 La ecuacion diferencial lineal 4.2 se dice que es homogénea si b(x) = 0. En
caso contrario se dice que es completa o no homogénea.

A menudo denotaremos por L(y) o L[y] al primer miembro de 4.2

L(y) = LIy = y"™ +ai(2)y" " + -+ ana(2)y + an(2)y
= (D"+ai(@)D" "+ ap_1(x)D + an(x)) y

donde en este ultimo caso D = % se utiliza como un ente algebraico®. Asi se puede repre-

sentar la ecuacién diferencial lineal homogénea por L[y| = 0, donde L[] es un operador lineal,
le.
Lieri(w) + capa(w)] = erLipr ()] + caLfipa(2)] (4.3)
En este tema estudiaremos las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes,
ie. ay(z),...,a,(x) son constantes.

Comenzaremos estudiando el caso particular de las ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden (n = 2) y luego lo generalizaremos para n cualquiera.

Estudiaremos en primer lugar la ecuaciéon homogénea, puesto que la resoluciéin de la
ecuacion no homogénea se basa en el método de resolucion de la ecuacién homogénea.

IEsto proviene el Célculo Operacional de O. Heaviside.



4.1. Ecuacion homogénea

Una ecuaciéon diferencial lineal homogénea de segundo orden tiene la forma
Lyl =y" + a1y’ + ay =0 (4.4)

donde aj,as € Ry b(x) es una funcién continua en un intervalo I C R.

La ecuacién diferencial lineal homogénea de primer orden 3y’ 4+ ay = 0 tiene solucién,
como ecuacion diferencial ordinaria de variables separadas, y = ce™**.

Seria bueno buscar soluciones exponenciales para 4.4. Basandose en esa idea se trata de
buscar soluciones del tipo y = €"*, que substituyendo en 4.4 queda
Lle™] = 7% + ayre™ + axe’™
e (7“2 +air + a2) =0
Debido a que € # 0, se tendran soluciones para las raices del polinomio caracteristico

q(r) = 7?2 + a;r + as. Este polinomio tendrd dos soluciones 7y, ry. Consideramos las tres
posibilidades:

= Siry,ry son reales y r; # 79 se tiene que las soluciones de 4.4 son

1T

pi(z) = e
pa(z) = e

2T

= Sir; = 7y son reales, entonces las solucién de 4.4 son

pi(r) = e
pa(r) = x-e€

= Siry, 79 son complejas conjugadas, 11 = a+ 13, ro = a — i3, a, € R, entonces las
soluciones de 4.4 son

p1(x) = e*cosbx

po(z) = e*senbx

Notese que las soluciones son linealmente independientes, segin se entiende por la si-
guiente definicién

Definicién 2 Dadas p1(z), ..., pn(x) funciones definidas en un intervalo I C R, se dice
que son linealmente independientes si se verifica que para todo x

apr(T) + -t Capa(r) S == =0 (4.5)

donde cq,...,c, € R



Para resolver una ecuacion diferencial lineal de orden n se necesitan n condiciones gene-
rales. En general, dada una f(z,y,y’) = 0 si la desarrollamos en serie de potencias en un
entorno de un punto z,

/ !

y' (o) y" (o)
1! 2!
Dada la condicién inicial f(xo, yo, ¥ (z0)) = 0 se puede despejar y'. Una vez conocida y’, con
otra condicién inicial adicional se podria despejar y”, y con otra més se podria despejar y”’.

Asi, para una ecuacién diferencial lineal de orden n se necesitan n condiciones iniciales.

y(n) (350)
n!

y(r) = y(wo) + (= x0) + (z—20)>+ -+ (x —mo)" 4+ (4.6)

Dado que toda soluciéon de una ecuacion diferencial lineal es combinacion lineal de solu-
ciones de la misma, la solucion general sera una combinacién lineal de soluciones linealmente
independientes.

Proposicion 1 Dado el Problema de Cauchy para cualquier xq € R

y' +ay +ay =0
PC=< y(zg) =y =«
Y (z0) = yo =0

siempre eziste solucion (inica) cualesquiera que sean los pardmetros o, 3.

Definicién 3 Sean p1(z),...,pn(x) funciones (n — 1)-derivables, se define el Wronskiano
como
pr(x)  pala) n(7)
pr(@) b)) e ()
Wign. o) =| . oo (47
A @) el ()

También suele denotarse como W (g1, ...,¢)(x), Wpi(x),...,on(z)] 6 W(x).

Proposicién 2 Sean ¢1(x), pa(x) soluciones de la ecuacion y”" + a1y’ + asy =0 con x € 1
un intervalo, ay,as € R. Entonces
©1(x), pa(x) son linealmente independientes si y sdlo si W(p1,p2)(x) #0 Vel

Proposicién 3 (Férmula de Jacobi-Liouville) Sean ¢1(x), p2(z) soluciones de la ecua-
cion Yy + a1y + asy =0, xg € I, entonces

W (1, 2)(x) = W (o1, ) (o )e~ 10 (4.8)

Nétese que si Fzg € I tal que W (g1, @2)(z9) = 0, entonces W (g, p2)(z) =0 Vo e l,
esto es, o se anula W (¢1, p2)(z) en todo I o no se anula en ningin z € I.

En general,
p1(x) pa() on (1)
] e ehl) #(7)
—(W(er,.. 0n)) = : z : (4.9)
o @) @ @) el )
A@) @) o ()




Proposicién 4 Sean ¢1(x), p2(x) dos funciones. Si p1(x), p2(x) son linealmente dependien-
tes, entonces W (1, ..., pn)(x) = 0.

Notese que el reciproco no es necesariamente cierto; no se puede garantizar que si

W(p1,...,on)(x) = 0 entonces ¢i(x),p2(x) son linealmente dependientes. Lo que si es
cierto es que si W(p1,...,pn)(z0) # 0 en cierto zy, entonces ¢;(x), p2(z) son linealmente
independientes.

Proposicién 5 Sean ¢;(z), p2(x) funciones en el intervalo I. Si para todo x € I se verifica
que W(p1,...,0n)(x) =0 y @a(x) # 0, entonces ¢1(x), po(x) son linealmente dependientes

Proposicion 6 FEl conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea de
coeficientes constantes de orden n es un espacio vectorial de dimension n.

Proposicion 7 Si la ecuacion diferencial y’ + a1y’ +asy = 0, a1, a0 € R, tiene una solucion
compleja y = u(x) + iv(z), entonces Re(y(z)) = u(x) y Im(y(x)) = v(x) son también
soluciones.

Proposicion 8 Sea la ecuacion diferencial lineal homogénea real y" + a1y’ + asy = 0, con
ai,as € R. Si las condiciones iniciales son reales, entonces la solucion general es real.

Proposiciéon 9 Sea una ecuacion diferencial lineal homogénea y" + a1y’ + asy = 0, con
ay,as € R. Dadas las soluciones p1(x) con las condiones iniciales y(xo) = yo1, ¥’ (x0) = Y4y Y
wa(x) con las condiones iniciales y(xo) = Yoz, Y (o) = Yjy se verifica que, si las condiciones
iniciales son linealmente independientes, entonces las soluciones @1(x), p2(x) son linealmente
independientes.

4.2. Ecuacion completa

De forma similar a las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, si se tiene una
solucion general de la ecuacién homogénea y una solucién particular de la ecuacion completa,
se obtiene la solucién general de la ecuacién completa.

Siempre que se tenga y;, la solucion general de la ecuacion homogénea y y. una solucion
particular de la ecuacién completa, y;, + . sera solucion de la ecuacién completa.

Llyn(x) + ye(x)] = Liyn(x)] + Llye(x)] = 0+ b(x) = b(x)

Asi mismo, la diferencia de dos soluciones particulares .1, 3.2 de la ecuacién completa,
es solucion de la ecuacién homogénea.

Llyer(z) + yea ()] = Llyer (2)] + Llyea(2)] = b() = b(x) = 0

Proposicion 10 El conjunto de las soluciones de una ecuacion diferencial lineal completa es
un espacio afin con espacio vectorial el conjunto de las soluciones de su ecuacion homogénea.



4.3. Meétodos de resolucion

Existen varios métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales lineales completas (y
homogéneas). A continuacién estudiaremos el método de variacién de las constantes y el
método de los coeficientes indeterminados.

4.3.1. Meétodo de variacion de las constantes

Se trata de determinar ¢, (), ca(x) tales que y, = ¢1(x)y1(x) +co(2)y2() sea una solucién
particular de la ecuacién completa, donde y,, = c191(x) + coy2(2) es la solucién general de
la ecuacién homogénea. Exigiendo las condiciones

i (@)y () + cy(x)y2(r) = 0
i (@)yy () + cy(z)ya(z) = b(x)

se obtiene que la solucién particular de la ecuacién completa es

e = o) [ s = o) [ (4.10)

donde W(z) = Wy, y2)(x). Si la ecuacién fuera de la forma apy” + a1y’ + asy = b(x),
entonces el coeficiente ay apareceria en la solucién general

4.3.2. Meétodo de los coeficientes indeterminados

Este método sélo puede aplicarse si b(z) es una exponencial, un polinomio, seno, coseno
o combinacién de éstas (aditiva o multiplicativa).

b(z) = a-e”
b(x) = Pu(x)
b(x) = a-cos(qr)
b(x) = b-sen(qr)

El Principio de Superposicion dice que dada la ecuacién diferencial lineal v + a1y’ +asy =
fi(z)+ fo(x)+- - -+ fo(x) lasolucién general es y = Ygp+Yp1 + - -+ Ypn, donde y,y, es la solucién
general de la ecuacién homogénea e y,; es una solucién particular de y” + a1y’ + asy = fi(z)
paracadat=1,...,n.

Segin la forma de b(z) = f;(x) se obtiene una solucién particular para la ecuacién
completa, que debe multiplicarse por £ donde m es la multiplicidad de la raiz excepcional
(si ésta existiera). El cuadro 4.1 resume como tratar con las distintas formas de b(z).

Todos estos resultados para ecuaciones diferenciales lineales homogéneas y no homogéneas
con coeficientes constantes de segundo grado, pueden generalizarse para un orden n cual-
quiera.



b(x) Yp raiz exc.
a A (zA silaraiz es 0) 0
ax™ Agx™ +---+ A, 0
P,(z) A" + -+ A, 0
ae™ Ae™* m
P,(x)em* (Agx™ 4 -+ 4+ A,)e™m” m
bsen(qx) Acos(qx) + Bsen(qz) +iq
a cos(qr) Acos(qr) + Bsen(qx) +iq
aeP” sen(qx) (Acos(qx) + Bsen(qx))eP” p=Eiq
aeP” cos(qx) (Acos(qx) + Bsen(qx))eP” p+tiq
P,(x)eP*sen(qx) | [(Apz™ + -+ - + Ap) cos(qx) + (Box™ + - - - + By,) sen(qz)|eP* | p £ iq
P,(x)eP* cos(qr) | [(Agx™ + - -+ + A,) cos(qz) + (Box™ + - - - + B,,) sen(qx)|eP” | p £ iq

Cuadro 4.1: Relacién de soluciones particulares y, y sus raices excepcionales para distintos
coeficientes independientes b(z) de la ecuacién diferencial lineal completa.

Proposicion 11 Siry,re, ..., rs son las raices reales del polinomio caracteristico con orden
de multiplicidad my, mo, ..., ms respectivamente, entonces para cada i =1,...,s las funcio-
nes rle™* ¥ j < m; son soluciones de la ecuacion y™ + ayy™ V) + - 4 a,_1y + apy =0

y la solucion general serd
s m—1

- Z Z cijrleni” (4.12)

i=1 j=0

con ¢;; € R constantes.

Definiciéon 4 Un sistema fundamental de soluciones es un conjunto de soluciones lineal-
mente independientes cuya combinacion lineal es la solucion general.

4.4. FEcuaciones de orden n

Proposicion 12 Sir, = a1 +i0, ..., = oy +1i0; son las 2l raices complejas del polinomio

caracteristico con orden de multiplicidad my, ..., m; respectivamentey Toj11, o142, ..., s SON

las raices reales del polinomio caracteristico con orden de multiplicidad moyy1, moyia, ..., Mg,
e cos B, xe*Tcos Bz, ..., x™le*?cos Bix

oela; al1x mi1—1 alx

sen Gix, we*¥senix, ..., T sen G1x

e cos B, xe**cosBur, ..., x™ e cos fB,x

mn—1 _anx
e sen B,x, xe**senfpx, ..., =" le®Tsen 3,
6T21+133’ w6T2l+1$7 xm21+1—1e7"21+133

TsT s ms—1 _rsx
e, xe v, .., XY Ted

son las n = 22:1 2m; + > i—oip My soluciones ¢1(x), ..., on(2), que serdn linealmente
independientes si y solo si W(p1,...,0n) # 0.
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El conjunto de las soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n es
un espacio vectorial de dimensién n. El conjunto de las soluciones de una ecuacion diferencial
lineal no homogénea (completa) de orden n es un espacio afin de dimensién n asociado al
espacio vectorial del conjunto de las soluciones de la ecuacién homogénea asociada.

4.4.1. Método de variacion de las constantes

Hemos estado hablando de 3™ + a,y™ Y 4 .- 4 a,y = b(x), tenemos la solucién general
de la ecuaciéon homogénea y,5,, necesitamos una solucion particular de la completa y,,.

ygh(z) = cpi(r) + -+ capn(T)
yp<x) = c()p1(w) + -+ cu(@) ()

Necesitamos hallar las n funciones ¢;(z), ..., ¢,(x) y para ello necesitamos n condiciones
iniciales.

Imponemos las condiciones

Y obtenemos el sistema

Yp = ci(®)r(w) + -+ cn(®)pn(T)
Y, = ca(@)@)(@)+- -+ cu(r)p,(2)

g = (@)l V(@) + - (@) (2)

Substituimos en la ecuacion diferencial con las derivadas y obtenemos

(@)l V(@) + -+ () (2) = b(x) (4.13)

Anadiendo esta condicién a las n — 1 anteriormente impuestas, obtenemos un siste-

ma de n ecuaciénes ({cudles?) con n incognitas i (x),...,c () cuyo determinante es
W(p1,...,on)(x) # 0. Asi, las soluciones son
Wi(x) - b
() = lE) M) (4.14)
W((pb st 790n>(x)
donde W tiene (0,...,0,1) en la columna k-ésima y el resto de columnas coinciden con

W(@h ) Spn)(x) Luego,

[ W@,
Ck(x)_/W(%,--.,wn)(fC)d (4.15)
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Asi que la solucion particular de la ecuacion completa sera

< . O WR(E) - b(E)

Noétese que si la ecuacién diferencial es de la forma aogy™ 4 a;y™ =Y + -+ 4+ a,y = b(x),
entonces en la solucién hay que dividir por ag, i.e.

N R
=2 o Y (1D

Como siempre, el método de variacion de las constantes es tedricamente bonito y se puede
aplicar siempre, pero la dificultad estriba en resolver las integrales. Por otra parte, el método
de los coeficientes indeterminados, sélo es aplicable para ciertas formas de b(z).



